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1. GENERALITES

1.1. Place dans I’enseignement. Les matrices sont étudiées sous divers points
de vue : modélisation de problemes issus des autres disciplines, systémes linéaires,
transformations géométriques. Il s’agit de mettre en valeur Uefficacité du calcul ma-
triciel pour représenter et résoudre des problémes.

1.2. Programme de Terminale math expertes.

Contenus. (Extraits)

— Notion de matrice (tableau de nombres réels). Matrice carrée, matrice colonne,
matrice ligne. Opérations. Inverse, puissances d’une matrice carrée.

— Exemples de représentations matricielles : matrice d’adjacence d’un graphe;
transformations géométriques du plan ; systémes linéaires ; suites récurrentes.

— Exemples de calcul de puissances de matrices carrées d’ordre 2 ou 3.

— Suite de matrices colonnes (U,,) vérifiant une relation de récurrence du type
U, =AU, +C.

— Graphe orienté pondéré associé a une chaine de Markov a deux ou trois états.
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— Chaine de Markov & deux ou trois états. Distribution initiale, représentée par
une matrice ligne IIy. Matrice de transition, graphe pondéré associé.

— Pour une chaine de Markov & deux ou trois états de matrice P, interprétation
du coefficient (i, j) de P". Distribution aprés n transitions, représentée comme
la matrice ligne IIoP".

— Distributions invariantes d’'une chaine de Markov a deux ou trois états.

Capacités attendues. (Extraits)

— Modéliser une situation par une matrice.

— Calculer l'inverse, les puissances d’une matrice carrée.

— Dans le cadre de la résolution de problémes, utiliser le calcul matriciel, notam-
ment 'inverse et les puissances d’une matrice carrée, pour résoudre un systéme
linéaire, étudier une suite récurrente linéaire, calculer le nombre de chemins de
longueur donnée entre deux sommets d’un graphe, étudier une chaine de Mar-
kov a deux ou trois états (calculer des probabilités, déterminer une probabilité
invariante).

— Expression du nombre de chemins de longueur n reliant deux sommets d'un
graphe a l'aide de la puissance n-iéme de la matrice d’adjacence.

— Pour une chaine de Markov, expression de la probabilité de passer de ’état 7 &
I’état 7 en n transitions, de la matrice ligne représentant la distribution aprés
n transitions.

Problémes possibles.
— Interpolation polynomiale.
— Marche aléatoire sur un graphe. Etude asymptotique.
— Mode¢le de diffusion d’Ehrenfest.
— Modéle « proie-prédateur » discrétisé : évolution couplée de deux suites récur-
rentes.
— Algorithme PageRank.

2. DEFINITION COMME TABLEAU DE NOMBRES : REPRESENTER

2.1. Lien avec précédents tableaux. Les programmes suggéerent 'introduction
des matrices comme une fagon de représenter un tableau de nombres réels. Nous
tentons de d’expliquer ce que cela signifie, et quels types de tableaux ont déja été
rencontrés par les éléves.

Caractéristiques générales d’un tableau. De facon la plus générale possible, un ta-
bleau est une disposition bidimensionnelle d’informations organisée en lignes et en
colonnes, selon une grille. Il est généralement accompagné d’informations supplémen-
taires (légende, étiquettes, ...) permettant d’interpréter les informations par rapport
a leur position dans le tableau. Il est un outil essentiel pour organiser et gérer 'in-
formation.

Les informations dans les cellules (intersections d’une ligne et d’une colonne) peut
étre de n’importe quel type, et éventuellement d’un type différent d’une cellule &
I'autre.

Par exemple, les éléves connaissent déja les tableaur de signes et de wariation,
remplis de symboles 4+ ou — ou de 0, et de fleches ascendantes ou descendantes dans
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le second cas. Dans ces exemples, la représentation des colonnes n’est pas aussi rigide
que dans un tableau classique, mais I'ordre des colonnes est absolument crucial.

Deux types de tableaux vont nous intéresser particuliérement : les tableaux nu-
mériques et les tableaux booléens.

Tableau a entrée simple ou a entrée double. Par nature, un tableau est bidimension-
nel, donc a double entrée, sauf lorsque l'information se réduit a une ligne ou une
colonne.
Cependant, par usage, on peut considérer que certains tableaux bidimensionnels sont
a entrée simple.

Cela dépend essentiellement de la signification des informations qu’il contient et
de I'utilisation qu’on en fait.

L’entrée est 'information dont doit disposer 1'utilisateur pour obtenir I'informa-
tion recherchée. Elle se trouve donc généralement parmi les étiquettes des lignes ou
des colonnes, mais elle se trouve aussi parfois a I'intérieur méme du tableau.

Le type d’entrée peut étre qualitatif ou quantitatif. Un tableau ne permet quoiqu’il
arrive de représenter qu’un nombre fini d’entrées possibles. On notera F ’ensemble
de ces entrées possibles. Selon l'orientation du tableau, card E' est le nombre de
lignes ou de colonnes du tableau.

On distinguera deux sortes de tableaux numériques : ceux qui représentent une
fonction de type E — R¥ oul k est un entier, et ceux qui représentent une fonction
de type E; X E5 — R ot E; et E5 sont deux ensembles d’entrées possibles.

Exemple 1 (Tableau de valeurs). Le tableau de valeurs est 'archétype d’un
tableau a entrée simple. L’utilisateur cherche la valeur de x qui 'intéresse et lit la
valeur de la fonction f(z) qui correspond.

On peut donner ’exemple concret des tables de fonctions loga- N| logN
rithmiques ou trigonométriques, qui précédaient 1'utilisation géné-
ralisée de calculatrice. 110
Mais un tableau de valeur peut aussi avoir d’autres emplois. 210,30103
Par exemple, pour construire la courbe représentative d’une fonc- 310,47712
tion, on peut utiliser le tableau de valeurs, et considérer les deux
. , . 4 1 0,60206
nombres de chaque colonne (ou chaque ligne selon I'orientation du
tableau) comme l'information recherchée : I’abscisse et 'ordonnée 5 0,69897
d’un point de la courbe. 6 0,77815
; T = T . 710,84510
Ol s 1713 3 8 | 0,90309
424
sin(f) | 0 1 \/—5 ﬁ 1 V10
2 2 2 101

La tableau de valeurs devient le tableau de valeur de la fonction i — (z;, f(z;)),
qui & chaque indice de colonne associe le vecteur de R? dont les composantes sont
les données de la colonne correspondante.

Ainsi, on pourra donc représenter le tableau de valeurs d’une fonction f en les valeurs
E ={zy,...,2,} par I'une des matrices

U Sl o fw)) on ([0 )
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selon la situation.

Tableau a « sorties multiples ». L’exemple précédent montre qu’on peut avoir des
tableaux a entrée simple, mais « a sorties mutiples », ot 'information recherchée est
sous la forme d’une série de nombres. On a dans ce cas-1a une fonction sous-jacente,
qui, pour une entrée choisie parmi un ensemble E, fournit I'information sous la forme
d’un k-uplet de nombre, dans R”.

La représentation de ce tableau possédera card E lignes (une pour chaque entrée
possible) et k colonnes (une pour chaque composante de la sortie), ou card E colonnes
et k lignes selon 'orientation choisie.

On pourrait également modéliser cette situation par une fonction E x [1, k] — R,
ce qui correspondrait & un tableau & double entrée (une entrée parmi E, 'autre
comme indice de [1,k]). Il y a cependant une différence a faire lorsque les nombres
sont associés a des grandeurs.

Exemple 2 (Tableau de proportionnalité). Dans le cadre des grandeurs, la
proportionnalité est une relation entre deux (ou plus) types de grandeurs associées a
une famille d’objets. Lorsque, d’un objet & un autre, une des grandeurs est multipliée
par un coefficient, toute autre grandeur sera aussi multipliée par ce coefficient.
Dans le cas présent, chaque colonne
Masse de farine (en g) 200 | 300 | 500 correspond a une recette particuliere.
Quantité d’ceufs 5 3 5 E/t‘chaque ref:ette es‘? associée a une
- série de données numériques. Mais ces
Volume de lait (en cL) 40 | 60 | 100 | qonnées ne sont pas du méme type,
Quantité de crépes 10 | 15 | 25 elle ne sont pas les mesures d'un méme
type de grandeur.
La encore, 'entrée dépend un peu de 'utilisation : souhaite-t-on savoir quels
ingrédients sont nécessaires pour faire 45 crépes, ou combien de crépes il est possible
de faire avec 7 ceufs?

Tableau a double entrée. La situation est différente dans un tableau a double en-
trée, pour lequel la fonction sous-jacente est de la forme E; x E; — R. Pour une
entrée choisie parmi Eq, et une entrée choisie parmi Es, on obtient une information
numérique. Mais contrairement au cas ci-dessus, on ne s’attend qu’a des valeurs
numériques d’un seul type de grandeur.

Exemple 3 (Tableau statistique a double entrée). On représente les tempé-
ratures moyennes en °C de 4 villes américaines selon les mois de 1’année. Une des
entrées est géographique, ordonnée alphabétiquement par convention, ’autre tempo-
relle, ordonnée naturellement. Toutes les données sont d'un méme type de grandeur.

Jan. [Fév. Mars [Avr. Mai [Juin Juil. |Aott Sep. [Oct. [Nov. [Déc.

Boston -1 0 51 10| 15| 21| 24| 23| 18| 12 7 1
Las Vegas 14 17| 21| 26| 31| 37| 40| 39| 34| 27| 19| 14
Orlando 16| 16| 19| 22| 25| 27| 28| 28| 27| 23| 19| 16

San Fransisco | 14| 16| 17| 18| 18| 20| 20| 21| 22| 21| 18| 15

Méme dans un cadre purement numérique, on peut considérer I’exemple des tables
de multiplication : on représente dans chaque cellule le produit des deux entrées.
Dans ce cas, on a généralement E; = E.
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On cite finalement un dernier exemple de tableaux a double entrée : le tableau a
informations booléennes, généralement représentées sous forme de croix. Il permet
d’exprimer une relation entre les éléments de E; et ceux de E,. Voici un exemple !

AIBICID|/E|F|G|H
A, B, C, D, E, F, G et H dési- A
: . X | X | X X | X
gnent huit poissons; dans le tableau B < < <
ci-dessous, une croix signifie que les
. . C|x X X | X | %
poissons ne peuvent cohabiter dans un
. . D| x X X X
méme aquarium.
E X X X | X
Quel nombre minimal d’aquariums F X | X X
faut-il 7 G| x|x|Xx X
H| x X | X

Cette situation peut se modéliser efficacement par un graphe. Le tableau peut
étre interprété comme tableau numérique, en remplagant chaque croix par un 1, et
chaque absence de croix par un 0. La matrice associée a ce tableau correspond alors
a la matrice d’adjacence du graphe (voir exemple 7).

H D
011100711

4/></// 10001110
A C 10010111
10101001

\ ‘ 01010110
G E 01101000
|/W 11101000
10110000

2.2. Matrices. Une matrice (réelle) est une famille finie d’éléments (de nombres
réels) doublement indexée, ou plutot indexée par un produit cartésien de deux en-
sembles finis d’indices.

A chaque tableau de nombres, on peut associer une matrice : le premier ensemble
d’indices correspond a la ligne, le second a la colonne. Il s’agit d'une matrice indexée
par les étiquettes des lignes et des colonnes du tableau.

Il est cependant plus courant d’indexer par les nombres de 1 a n pour les lignes,
et de 1 & m pour les colonnes, lorsqu’il s’agit d’une matrice a n lignes et m colonnes.
On peut alors interpréter une matrice comme une fonction [1,n] x [1,m] — R.

Il y a cependant des exceptions, par exemple :

— il peut étre pratique d’indexer de 0 & n, par exemple lorsque que 'on travaille
sur des polynémes de degré inférieur ou égal a n et que 'on indexe la base
canonique (1, X, ..., X") par le degré.

— lorsqu’on associe une matrice d’adjacence a un graphe, il est naturel d’indexer
lignes et colonnes par les sommets du graphe. (voir partie graphe)

Représentation graphique. Une matrice est indissociable de sa représentation sous
forme de tableau, ou de grille de nombres. Pour la représenter il est nécessaire de

1. tiré de I’annexe aux documents d’accompagnement 2002 Les graphes dans l’enseignement de
spécialité, Eduscol.
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choisir un ordre pour chaque ensemble d’indice. Cet ordre est naturel lorsque ces
indices sont des entiers, mais il doit étre explicité dans le cas de graphe, par exemple.

Cette représentation graphique est porteuse de significations, et certaines formes
plus importantes portent des noms particuliers (matrice triangulaire, diagonale,
échelonnée, matrice ligne, matrice colonne, ...).

2.3. De nombreuses représentations. Outre les tableaux, les matrices permettent
de représenter de trés nombreux objets. L'une des particularités des matrices est
qu’elles permettent aussi bien de représenter des objets que les transformations qui
agissent sur ces objets.

Exemple 4 (Points et vecteurs). Dans le plan repéré (ou dans l'espace), on peut
identifier un point par ses deux (ou trois) coordonnées, que l'on dispose dans une
matrice colonne.

Un vecteur est aussi identifié par ses coordonnées, aussi disposé dans une matrice
colonne.

Une méme matrice peut représenter un objet ou une action. De méme, 1’addition

(i) + <_83) = <121 ) peut représenter l'effet d’'une translation par le vecteur de

) -3 . ) 2
coordonnées g | sur le point de coordonnées 1) ou la somme de deux vecteurs,

ce qui correspond & la composition de deux translations.

Cette méme dualité objet/action s’observe déja avec les entiers, onl un entier peut
étre a la fois un objet statique (un cardinal, par exemple) ou une transformation,
dynamique, sur les entiers.

Dans la suite, on liste les principales représentations possibles a 'aide de matrice,
en mettant ’accent sur celles rencontrées dans I’enseignement secondaire.

2.3.1. Structure de données. Une matrice peut étre utilisée pour représenter une
donnée statique. C’est d’ailleurs souvent le cas en informatique ou la matrice est
considérée comme une structure de données fondamentale.

Exemple 5 (Images digitales). Les images digitales sont généralement présentées
sous la forme d’une grille de pixels, et c’est sous format qu’elles sont affichées sur
un écran. Si ces pixels sont généralement la donnée de 3 ou 4 nombres (pour les
couleurs Rouge, Vert, Bleu par exemple), on peut se limiter & un seul nombre pour
les photos monochromes (en noir et blanc notamment). On associe & une image une
matrice dont les indices permettent de situer le pixel, et la valeur du coefficient est
lié a la coloration du pixel.

Dans I'exemple précédent, les deux ensembles d’indices jouent des roles similaires,
et chaque cellule prend son sens par sa position dans la matrice. Mais il est des
exemples ot 'information contenue dans une matrice se structure par lignes ou par
colonnes. Par exemple, dans la matrice associée a une famille de vecteurs, chaque
colonne recueille les coordonnées d’un vecteur de la famille ; I'information contenue
dans la matrice prend tout son sens lorsqu’on la considére par colonne. On donne
un exemple (celui-ci au programme de Terminale - Maths expertes) pour lequel
I'information de la matrice se structure en lignes.

Exemple 6 (Systémes linéaires). Lors de la résolution d'un systéme linéaire
d’équations, on est amené a transformer les équations pour en faire apparaitre
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d’autres. Les lettres ont un role limité, et ne servent finalement qu’a indiquer quel
coefficient interagit avec quel autre d’une autre équation lors de la combinaison de
ces équations.

Ainsi, il est possible d’associer au systéme

a11T1+ apxo+ -+ apr, = by
211+ ATa+ -+ ATy = by

Am1T1+ A2t * - + ATy = bm

la matrice augmentée des coefficients

aj; aiz - Qi | by
a1 Gy -+ Qo | Do
Am1 Am2 - Amn bm

ou la barre verticale est juste cosmétique, et sert uniquement a rappeler que la der-
niére colonne posséde une signification différente.

Mais c’est une autre représentation matricielle du systéme, sous la forme d’un pro-
duit matriciel, qui est préférée :

€

a1; Qa2 -+ Qip by
T2

Am1 Am2 - Amn bm
‘/I"’I’L

Cette représentation a ’avantage de faire apparaitre la matrice des coefficients de
la partie linéaire du systéme. On est alors proche d’une interprétation du systéme
comme la recherche d’'un antécédent par une application linéaire. C’est aussi histo-
riquement plus proche de l'introduction de la notation matricielle.

Notre dernier exemple (détaillé dans le poly Graphes) concerne les graphes non-
orientés.

Exemple 7. Matrice d’adjacence Soit G un graphe non-orienté d’ordre n, dont
les sommets forment un ensemble S. On ordonne les sommets, par exemple en les
indexant de 1 a n, de telle sorte qu’on puisse représenter la matrice d’adjacence de
facon unique.

On définit la matrice d’adjacence de G comme la matrice carrée A = (a;j)1<ij<n €
M., (R) ot a;; est le nombre d’arétes entre les sommets s; et s;.

Dans le cas d’un graphe non-orienté, cette matrice est symétrique.

Par exemple, dans le probléme des ponts de Konigsberg, la situation peut étre
modélisée par le graphe ci-dessous, et en utilisant I’ordre alphabétique pour ordonner
les sommets, on associe & ce graphe la matrice d’adjacence M, qui contient la méme
information.

7
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2.3.2. Transformations. De toutes les représentations par des matrices, la plus uti-
lisée, ou du moins celle qui vient en premier & l'esprit, est la représentation des
applications linéaires, c¢’est-a-dire d’une transformation d’un espace vectoriel a un
autre. Les programmes de mathématiques expertes en donnent quelques exemples
dans des cadres particuliers.

Exemple 8 (Similitudes vectorielles du plan). On rappelle qu'une similitude
du plan euclidien est une transformation du plan qui multiplie les distances par un
coefficient constant, appelé rapport de similitude. Une similitude est dite vectorielle
si elle laisse invariant 'origine du plan. Toute similitude se décompose comme la
composée (en général non commutative) d’une translation et d’une similitude vec-
torielle. L’étude des similitudes ou de leurs représentations n’est pas au programme.
Seuls les exemples suivants sont traités.

Les homothéties vectorielles. Pour p € R, 'application qui & un vecteur ¢ associe
son multiple pv’ est I'homothétie vectorielle de rapport a. Cette transformation est

p

0 , C’est-a-dire ply. En effet, si le vecteur v a

représentée par la matrice H, =

pour coordonnées <z), alors pv' a pour coordonnées H, (z), c’est-a-dire (ﬁ z>

Plus généralement, pour toute matrice M a deux lignes, on a H,M = pM et pour
toute matrice M a deux colonnes, on a MH, = pM. En particulier, H, commute
avec toute matrice de My (R).?

cosf) —siné
sinf cosf |’
1L Vue comme matrice associée & une famille de
vecteurs, Ry est associé a la base orthonormée
/ obtenue aprés rotation d’angle # dans le sens
: trigonométrique des vecteurs la base canonique
&)
Une relation importante est que pour tout 6 €
-1 —sinf cos 1 R, et tout ¢ € R, on a RyRy = Rsrp. En ef-
/ fet, R, est la matrice de la base obtenue par
rotation d’angle ¢ + 6 de la base (7, 7) exprimée
dans la base obtenue par rotation d’angle 6 de
~ la base (7,7). En exprimant toutes ces bases de

nouveau dans la base (7, 7), on obtient la relation
attendue.

Les rotations vectorielles. Pour # € R, on note Ry la matrice

cos 0 .
sin 6

N

2. Cela a aussi pour conséquence que H, est la matrice de I'homothétie vectorielle de rapport
p par rapport & n’importe quelle base de R2.

8
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Le concept de transformation posséde un aspect temporel, un avant et un aprés,
qui n’est pas exploité dans le dernier exemple. Cet aspect temporel est beaucoup
plus présent dans ’exemple suivant de suites récurrentes, qui sert généralement a
représenter des systémes dynamique a temps discret.

Exemple 9 (Suites récurrentes). On considére un systéme dont 1'état au temps
n est décrit par les réels (u,,v,) > On suppose que la loi d’évolution du systéme se
présente sous la forme de fonctions affines : pour tout n € N, on a

Upt1 = U, +bv, +e et v, = cu, + dv, + f,

ou a, b, ¢, d, e et f sont des constantes réelles.

Un tel modéle est généralement admissible lorsque les valeurs des suites u,, et v, ne
varient pas trop, et restent proches des valeurs de ug et vg; on peut alors approcher
une loi d’évolution plus générale du type wu,.; = F(un,v,) par sa partie linéaire
F(up, vy) & F(ug,vo) + 25 (ug, vo) (un — uo) + % (ug, vo)(vs — vp), et pareillement
pour la relation v,41 = G(un, vy).

On peut représenter ces relations sous forme matricielle. On définit les matrices

colonnes U,, = Z") pour tout n € N pour représenter I'état du systéme au temps
n

n et les matrices A = (a b

c d
On obtient alors une suite récurrente de matrices colonnes définie par la relation de
récurrence U, = AU, + B.

Ce type de représentation s’adapte également au systéme dont la loi d’évolution
prend en compte un nombre fini d’état dans le passé. Pour limiter la taille des
matrices, on ne considére que le cas ou I’état du systéme au temps n peut étre décrit
par un seul nombre u,, et que I’état au temps n + 1 est déterminé par 1'état du
systéme au temps n, mais aussi a celui au temps n— 1. On considére donc une loi de
la forme u, 1 = au, + bu,_1 + ¢. On peut représenter la situation par des vecteurs

) et B = (;) pour représenter la loi d’évolution.

tn-1 pour n > 1, et par la relation

01 0
¢ e ()

Cela peut se comprendre par le fait que la passé immédiat du systéme (décrit par
u,—1) doit également faire partie de ’état du systéme au temps n, puisqu’il condi-
tionne I’état au temps n + 1.

colonnes U,, =

En ce qui concerne les graphes, les graphes orientés présentent cet aspect temporel,
par orientation des arcs reliant les sommets. Et on peut, tout comme pour les graphes
non-orientés, décrire 'information contenue dans un graphe orienté en utilisant la
matrice d’adjacence de celui-ci : les coefficients d’indice (7,7) est égal au nombre
d’arcs partant du ¢ sommet et arrivant au j°. La différence essentielle est ici que la
matrice obtenue n’est plus nécessairement symétrique.

Cependant, la transformation associée a un graphe orienté n’est pas claire lorsque
plus d’un arc partent d’un sommet. Dans ce cas, on peut définir une loi de probabilité
sur les arcs partant d’un sommet.

3. On se limite & deux variables d’état dans les programmes, mais cela se généralise a un plus
grand nombre de variable
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Exemple 10 (Graphes probabilistes). Un graphe probabiliste est un graphe
orienté sans arc multiple dans lequel :

— a chaque arc est associé un nombre dans |0, 1].

— pour tout sommet, la somme des nombres associés aux arcs partant de ce

sommet vaut 1.

Les graphes probabilistes permettent de représenter la loi de transition d’une chaine
de Markov (voir poly Graphes). On peut représenter ces graphes par une matrice en
suivant la méme régle que pour la matrice d’adjacence, mais en prenant en compte
la pondération par les probabilités : Pour tout couple d’indice (i, ), le coefficient
de la matrice d’indice (i,7) vaut 0 s’il n'y a pas d’arc allant du i® sommet au j°
sommet, et si cet arc existe, ce coefficient vaut la probabilité associée a cet arc.
Lorsque le graphe probabiliste représente la loi de transition d’une chaine de Markov,
on appelle cette matrice la matrice de transition de la chaine de Markov.
On donne ci-dessous un exemple avec un graphe probabiliste associée a une marche
aléatoire, pour lesquels les arcs partant d’un méme sommet sont équiprobables,

quelque soit ce sommet.

1
Us ——— Vg ——

5 ~_,° 01100

/ \\ 001 Lo
3 s 3 > Us O 5 553 0350
\l 1 l . 1oo0oo0 !
V2 22\01/ 500353

2.4. Matrice de permutation. Les matrices de permutation sont traitées dans la
partie disciplinaire de ce cours, en lien avec les opérations élémentaires et 1’algo-
rithme de Gauss-Jordan. Il ne s’agit pas d'une notion au programme de Terminale
maths experte mais il peut étre utile de ’avoir a ’esprit dans les situations d’ensei-
gnement.

Par rapport a la discussion qui précede, les matrices de permutation vont prendre
la place d'un certain type de tableau & informations booléennes a double entrée,
avec les trois spécificités suivantes :

— Les deux entrées dans le tableau s’opérent par la méme liste, parcourue dans

le méme ordre.

— Chaque ligne posséde une seule ‘x’ (qui sera encodée par le 1 de 'anneau des

scalaires, et dont 1’absence est encodée par 0)

— Chaque colonne posséde une seule ‘x’

Voici un exemple de tableau a information booléenne de ce type, et la matrice de
permutation J qu’on peut lui associer.

poule | renard | vipére

poule X j_ 8 (1) (1)
renard X -
1 00

vipeére X

Ce tableau décrit I'information “est poursuivi par...” ou “poursuit”, selon le sens
de lecture, qui importe réellement, comme on va le détailler plus loin.
En réalité, les tableaux du type précédent sont peu utilisés car ils décrivent sim-
plement une bijection de ’ensemble indexant les lignes et colonnes, et si le but est
10
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simplement de fournir une telle description, il est plus efficace d’utiliser un tableau
de valeurs. En voici pour les permutations « chassé » et « chasseur » de 1’ensemble
{poule, renard, vipére}.

x poule | renard | vipére T poule | renard | vipére
chassé(x) | vipére | poule | renard || chasseur(z) | renard | vipére | poule

Le tableau de valeur est aussi efficace pour les permutations de [1,...,n], que
I’étudiant du supérieur décrira plus aisément par des tableaux de nombres, voire par
leur décomposition en cycles. Notons toutefois que ces deux derniéres représentations
sont moins commodes pour déterminer I'inverse, ou bien pour s’assurer que 'appli-
cation représentée est bien bijective. L’intérét de la présentation a double entrée
apparait clairement lors de la composition et I'inversion des applications. L’aspect
essentiel est que les deux copies de la liste sont ordonnées (sur notre exemple, dans
I'ordre alphabétique), donc chercher un élément dans ces listes se fait a faible corit.
Quand a la composition, c’est la multiplication matricielle qui va jouer son role.
Commencons par rappeler la définition d’une matrice de permutation.

Définition 1 (Matrice de permutation). Soit o une permutation de [1,...,n] et K
un corps. La matrice de permutation P, est par définition 1'élément de GL(n, K)
égal a

(1) Py =Y oy
j=1

Par définition, P, représente donc ’endomorphisme de K™ qui envoie le j-iéme
vecteur de base sur le o(j)-iéme vecteur de base, exprimé dans la base canonique.
Notons aussi que PPy = P, pour toutes o, A € S,,. Concernant les traductions en
termes d’opérations élémentaires, le mantra est le suivant :

— Multiplier M € M,, ,,(K) pour m > 1 par la matrice de permutation P, a

gauche, c’est permuter ses lignes suivant o.
— Multiplier une matrice M € M,, ,(K) pour m > 1 par une matrice de permu-
tation a droite, c’est permuter ses colonnes suivant o~ .

Multiplication matricielle | Opérations élémentaires
Remplacer M par P,M | Vj € [l,...,n],L; < Lo
Remplacer M par MP, | Vi€ [L,...,n],C; < C,-1(

TABLE 1. Opérations sur les matrices et matrices de permutation

Il est tout aussi possible d’utiliser la convention opposée (ou représentation contra-
gédiente) et de définir ,P = Z?Zl E;o@). La contrepartie que nous avons a subir
quand nous nous fixons sur la Définition 1 est que, quand nous manipulons des ma-
trices ligne (par exemple, dans le cas des chaines de Markov que nous verrons plus
loin), nous ne devons pas oublier que LP,, les coefficients de la matrice ligne L sont
permutés par 0! et non par o. Le choix de convention (1) est donc un arbitrage
considérant que les matrices opérent plus souvent sur les vecteurs colonne que sur
les vecteurs ligne, usage lui-méme hérité de I’écriture méme des systémes linéaires.

11



Master MEEF UP - SU UE Algéebre linéaire 2021-2022

Exemple 11 (Codage d’image et transformations). Reprenons I'exemple de I'image
digitale, codée par une (disons M) ou trois (disons R, G et B) matrices dans M,, ,,,(R).
On déplace le cadre de I'image en remplagant M par P’jMP‘;, ol v (resp. p) est la
permutation cyclique de [1, ..., n] (resp. de [1, ..., m]).

On notera tout de méme que le codage d’une image digitale par une matrice
véritablement rectangulaire (c’est-a-dire, pour laquelle min(m,n) > 2) n’est pas
pratique dans le cas ot nous souhaiterions effectuer des opérations plus compliquées
sur l'image, par exemple, la tourner d’un angle de 90 degrés ou bien obtenir une
image miroir. Pour ces manipulations, il est (au moins théoriquement) plus efficace
d’utiliser une seule ligne ou colonne décrivant I'image. La matrice de permutation
permettant d’effectuer une rotation de I'image est alors de forme plus compliquée,
mais elle est fixée une fois pour toute si le format de 'image est donné. Cela permet
aussi d’englober dans un méme cadre les transformations géométrique de I'image et
les changements comme le floutage, qui consiste a remplacer la valeur d’un pixel par
sa moyenne sur les pixels avoisinants, a ’aide d’une multiplication par une matrice
qui est une petite perturbation de l'identité.

3. OPERATIONS SUR LES MATRICES : RESOUDRE

Les matrices permettent donc de représenter des objets et des situations de types
trés différents. Cette représentation permet généralement d’effectuer des calculs qui
peuvent s’interpréter dans la situation représentée, et uniquement grace a peu d’opé-
rations définies sur les matrices (addition, multiplication par un scalaire, multipli-
cation de matrices).

3.1. Espace vectoriel de matrices. L’ensemble M,, ,,(R) des matrices réelles de
dimension n X m posséde une structure naturelle d’espace vectoriel, fournie par
I’addition terme a terme, et la multiplication par un scalaire distribuée sur tous les
coefficients. Il s’agit donc d’un espace vectoriel de dimension nm, et qui ne différe
de R™ que par la disposition spatiale des coefficients.

L’interprétation de ces deux opérations n’est généralement que le reflet de la struc-
ture d’espace vectoriel de 1'objet représenté. C’est par exemple le cas de I'exemple
4 de représentation de vecteurs.

C’est aussi le cas de I'exemple 1 des tableaux de valeurs. Considérons deux fonc-

tions réelles f et g et considérons leur tableau de valeur respectif pour un choix de
valeurs E = {z1,...,x,}. Les matrices représentant ces tableaux sont de dimension
1 x n :1il est important que 'on consideére les valeurs z; comme des étiquettes du
tableau, et donc qu’elles n’apparaissent pas dans la matrice représentant le tableau
de valeur. Il est également important que les valeurs choisies pour les x; soient les
mémes pour les deux fonctions.
Dans ce cas, la somme de des matrices correspond alors au tableau de valeurs de la
fonction somme f + g, et le produit par un scalaire a € R de la matrice associée a
f est la matrice associée au tableau de valeurs de la fonction af. Ces opérations ne
font que traduire le fait que les fonctions & valeurs réelles définies sur un ensemble
E forment un espace vectoriel.

Cela se généralise aux deux types de tableaux numériques : les espaces de fonctions
de type E — RF et de celles de type E; x E; — R sont munies d'une structure

12
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d’espace vectoriel. * Ainsi, I'espace des tableaux numériques qui partagent une méme
dimension et de mémes étiquettes est muni d’une structure d’espace vectoriel, et I'on
peut ajouter ces tableaux terme a terme, ou multiplier toutes leurs entrées par une
meéme constante.

Cependant, les programmes préconisent d’introduire ces opérations a partir de
tableaux, mais en s’appuyant sur le sens de ces opérations. Or, comme dans les
exemples 2 et 3, les nombres remplissant le tableau ont un sens en termes de gran-
deurs. Cela complique la situation. On donne quelques exemples typiques.

Tableauzr de grandeurs. On rappelle que lorsqu'une grandeur sur un type d’objets
est mesurable, on peut estimer la grandeur d’un systéme formé de plusieurs objets
comme la somme des grandeurs de chaque objet (voir poly Grandeurs). C’est par
exemple le cas de la masse, du volume, du prix, de toute quantité, etc. Ce n’est
pas souvent le cas de grandeurs quotients — comme la masse volumique, le prix a
I'unité, etc. — ou de grandeur repérable non mesurable comme la température, la
position, etc.

Pour deux tableaux similaires associés & deux objets différents, il est également
possible de considérer les grandeurs associées a ces deux objets pris comme systéme.
Puisqu’il s’agit de grandeurs mesurables, chaque grandeur est la somme des deux
grandeurs associées a chacun des objets. L’opération correspond a l'addition des
matrices.

Lorsqu’un tableau est rempli de grandeurs mesurables associées & un objet ou une
situation, il est possible de considérer les grandeurs associées & un multiple de cet
objet. Par exemple, dans le cas des crépes de I'exemple 2, on pourra considérer le
tableau multiplié par 10, adressé a un patissier, un restaurateur ou un industriel,
peut-étre. Cette opération correspond bien & la multiplication de la matrice par un
scalaire. On note que ce scalaire est ici un nombre sans dimension, qui agit comme
un rapport d’agrandissement.

Il est possible de considérer aussi la multiplication du tableau par un nombre qui
ne soit pas sans dimension. Mais il est nécessaire que les grandeurs présentes dans
le tableau soient de dimensions compatibles. C’est particuliérement possible dans
des tableaux a double entrée, ou toutes les valeurs du tableau proviennent de la
méme grandeur, mais cela nécessite une grandeur mesurable. Dans ’exemple 3, il
est difficile d’imaginer un sens a la somme de matrices ou a la multiplication par
un coefficient. Ce n’aurait pas été le cas si le tableau indiquait les précipitations
mensuelles (en mm) : on aurait pu donner un sens au produit par une constante
(pour changer d’unité par exemple) ou a la somme (en ajoutant les précipitations
d’une autre année par exemple).

3.2. Produit matrice-vecteur. L’opération la plus importante sur les matrices est
la multiplication matricielle. On définit d’abord le produit d’'une matrice et d’une
matrice-colonne.

4. Tout espace de fonctions & valeurs dans un espace vectoriel hérite de I'ensemble d’arrivée une
structure d’espace vectoriel.

13
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Définition 2. Soit m et n deux entiers strictement positifs. Soient A = (a4;) 1<i<n €

1<g<m
Iy
T2 . . .
Mym(R) et v = . |- On définit le produit Av comme la matrice colonne a n
Tm

lignes
a11T1 + 199 + -+ A1 Tm,
A21%1 + Q22T + -+ - + Ao Ty,

Ap1T1 + Q12T + -+ + ApmTm

Il est aussi possible de fagon similaire définir la multiplication d’une matrice ligne
avec une matrice en intervertissant le role des lignes et des colonnes.

Une expression avec de nombreuses interprétations. Dans cette définition, chaque
coefficient posséde la méme forme. On considére ’expression similaire aix1 + asxo +
asxs. Elle peut s’interpréter des fagons suivantes :
— comme la partie linéaire d’une équation linéaire en les variables xq, x5 et x3,
ou bien I'expression générale d’'une forme linéaire de R? dans R.
— comme le produit scalaire des vecteurs (ay, as, as) et (xq, s, 23) de R3; cest
plus flagrant si I'on renomme les a; en y;.
— comme la combinaison linéaire des x; par les scalaires a; ; c’est plus flagrant si
I’on renomme ces scalaires A;.
De plus, les roles des a; et x; sont symétriques, ce qui fournit encore plus d’inter-
prétations possibles.

Un formalisme pour les combinaisons linéaires. De toutes les interprétations pos-
sibles de la définition du produit d’une matrice par une matrice colonne, on en
présente trois principales.

A chaque ligne de la matrice A, on associe la forme linéaire ¢; de R™ — R
d’expression générale a;1x1 + a;ors + - - - + Ay Tm,. Le produit s’écrit donc

(bl(xl,l’g, RN ,Q?m)
AU: ¢2(x17x27"'7xm)
an(xl,ifg, s 7$m)

Cette interprétation est particuliérement adaptée a la représentation d’un systéme
linéaire sous forme de produit matriciel, ou d’une relation de récurrence linéaire pour
une suite de matrices colonnes.

De fagon symétrique, les x; peuvent étre considérés non plus comme les variables
de la forme linéaire, mais comme ses coefficients. On considére donc la forme linéaire
U (Yiy e Ym) T + o+ T de R™ — R, Le produit s’écrit alors

w(alb a1z, ... 7alm)
Av — w(am, as, - - 702m)
¢(an17 Ap2, . .- 7anm)

14



Master MEEF UP - SU UE Algéebre linéaire 2021-2022

Finalement, les z; peuvent étre considérés comme les coefficients scalaires d’une
combinaison linéaire. On peut alors donner une autre interprétation de la définition
du produit Av : on a

aii 12 A1m

21 @22 Aom
Av=a| . | +22| |+ Fap

anl an2 Apm

Cette interprétation est celle utilisée dans le calcul de I'image d’un vecteur par
une application linéaire.

Exemple 12. On se place dans le cas d’une fonction linéaire f d’un espace vectoriel
E de dimension 3 vers un espace vectoriel E' de dimension 2. On choisit une base
(e1,e9,e3) de E et une base (e}, ¢,) de F'.

Soit v € E. Ce vecteur se décompose comme x1€; + x2€9 + x3e3 dans une base
(e1,e2,ey) pour trois scalaires x1, xo et xz. L’application linéaire f envoie v sur
z1f(e1) + x2f (e2) + w3 f(e3). Chaque vecteur f(e;) € E' se décompose dans la base
(€],€h) comme ay€] + axey, et peut se représenter sous la forme d’une matrice

ay; . .
colonne 4 “|. Ainsi f(v) se représente sous la forme
2i

L1
an ai2 a1 s 3 aix a1z a1
1 + x4 + x3 3 , c’est-a-dire 3 To
az1 Q22 a23 Q1 Q22 Q23
L3
Plus généralement, si on a deux familles (u;)1<j<m €t (v;)1<i<n de vecteurs tels que
chaque u; est une combinaison linéaire de vecteurs de (v;)1<i<n, €t si on se donne un
élément v qui s’exprime comme combinaison linéaire de vecteurs de (;)1<j<m, alors

v s’exprime comme combinaison linéaire de vecteurs de (v;)1<;<n. Les coefficients de
ces différentes combinaisons linéaires sont liés par la relation

U1 air - Aim

T
Y2 Qg1 -+ Q2m

xm
Yn anp1 -+ OGpm

ou les z; sont les coefficients de la combinaison linéaire des (u;)1<j<m représentant
v, les y; sont les coefficients de la combinaison linéaire des (v;)1<;<, représentant v,
et pour tout j, les a;; sont les coefficients de la combinaison linéaire des (v;)1<i<n
représentant ;.

Introduction par les tableauxr. On donne un exemple qui permet de montrer que
des tableaux dont 'information est contenue par colonne (ou par ligne) permettent
d’illustrer différents types d’interprétation pour le produit.

Exemple 13. Un fleuriste propose trois types de bouquets dont les compositions
sont indiquées dans le tableau suivant.

H Bouquet 1 \ Bouquet 2 \ Bouquet 3 ‘

Lys 5 0 15
Roses 8 20 10
(Eillets 3 10 10
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A la question « combien de fleurs de chaque type obtient-on pour une commande
de 10 bouquets de type 1, 3 de type 2 et 2 de type 3 7 »correspond une multiplication
par une matrice-colonne qui peut s’interpréter comme combinaison de colonnes.

A la question « sachant qu’un lys coute 4€, une rose 2€ et un ceillet 1,50€, quel
est le coiit de chaque bouquet ? »correspond une multiplication de la matrice par
une matrice ligne dont les coefficients encode une forme linéaire.

On note aussi que pour la premiére question, les coefficients sont des nombres
sans unité. Dans la seconde, chaque coefficient posséde une unité (€/lys, € /rose,
€ /eillet).

On remarque que si 'on veut utiliser un tableur pour résoudre 1'une des ques-
tions, disons la seconde, on peut utiliser la fonction SOMMEPROD. Cependant
I'orientation des matrices ne correspond plus a celle utilisée pour le produit :

A B C D E F
1 Bouguetl Bouguet2 .Bnuguet 3 . .Prix d'une ﬂe.ur
2 |Lys 5 0 15 4,00 €
3 Roses 8 20 10 2,00 €
4 |(Eillets 3 10 10 1,50 €
5 H— | D |
B IF"rix =S0MMEPROD{D2:Dul:F2:F4 ]-l

3.3. Produit matrice-matrice. On étend la définition de la multiplication pour
toute paire de matrices, pour peu que leurs dimensions permettent de calculer le
produit.

Définition 3. Une matrice est compatible & une autre si le nombre de ses colonnes
est égal au nombre de lignes de 'autre.

Définition 4. Soit A = (aij) 1<i<n € Mmm(R) et B = (bij)1gigm € ./\/(mp(R). On
1<jsm 1<g<p
définit le produit AB comme la matrice C = (¢;j)1<i<n € My, ,(R) telle que pour
1I<y<p

tout couple d’indices (7,7) € [1,n] x [1, p]

m
cij =Y _ aiby;.
k=1

La encore, on peut interpréter

— chaque colonne du produit AB comme le produit de A par la colonne corres-
pondante de B,

— chaque ligne de AB comme le produit de la ligne correspondante de A par la

matrice B,
— et chaque coefficient ¢;; de AB comme l'expression z1y; + - - - + ZYm, Ol les
Z1,...,%, sont les coefficients de la 7° ligne de A et les yq,...,y,, sont les

coefficients de la j¢ colonne de B.
Cette derniére réécriture a le mérite de comporter moins d’indices que dans la
définition, et est donc plus lisible pour un éléve de terminale.

3.3.1. Produit de matrices carrées. On notera que la relation de compatibilité n’est
en général pas symétrique.
Si on se restreint au cas de matrices carrés de méme dimension, tout couple de
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matrice est compatible. De plus, le produit de deux telles matrices est une matrice
carrée de méme dimension. Cependant, ce produit n’est pas commutatif.

On se place donc dans I'espace M,,(R) des matrices carrées d’ordre n, stable par
multiplication.

La matrice identité I,, est I’élément neutre pour la multiplication. Une matrice M
est dite inversible si il existe une autre matrice M’ telle que MM’ =1,, et M'M =1,,.
Une telle matrice M’ est alors appelée inverse de M. Si la matrice M est inversible,
elle ne posséde qu’'une seule matrice inverse, notée M1,

Le déterminant est une application non triviale de M,,(R) dans R qui préserve
le produit (en fait qui transforme le produit matriciel en produit de nombres réels.
On peut en déduire que la matrice identité est de déterminant 1, et que tout ma-
trice inversible posséde un déterminant non nul. Réciproquement, une matrice non
inversible posséde un déterminant nul.

Remarque 1. Toutes les propriétés évoquées ci-dessous on naturellement leur place
dans un cours d’algébre linéaire en dimension finie dans le premier cycle universi-
taure. Au niveau de la Terminale, I'inversion des matrices carrées (en particulier
celles d’ordre au moins 3) reste conceptuellement délicate. Il en est de méme de I'exis-
tence et la non-nullité de 'application déterminant, sauf pour les matrices d’ordre
2. A toutes fin utiles, nous détaillons le cas d’ordre 2 ci-dessous.

3.3.2. Cas des matrices d’ordre 2. Nous revenons sur ces notions dans le cas de
matrices carrées d’ordre 2.

Définition 5. On définit le déterminant la matrice A = (Z Z) par det A = ad—bc.

Proposition 1. La matrice A = (CCL Z) est inversible si et seulement si det A # 0.

Lorsque det A # 0, on a A~ = detA (_dc _ab)'

Preuve A (matricielle). On pose B = (_dc _ab)' On calcule le produit
ad — bc 0
(2) BA = ( 0 d — bc) = (det A)L,.

On suppose que det A # 0, et on veut montrer que A est inversible, et que son

inverse est —= d —b
detA _C a

Puisque det A # 0, on divise les termes de 'égalité (2) par det A. On obtient

detABA = Ip.

De méme, on a

d —b d —c -b a
A x ( 1 B) _[(a b ci e aine )| ([ %ade T Ve %aite — Vaime 1
det A “\e d —c a - c d +d —c c —b —|—d a - 12-
ad—bc  ad—bc ad—bc ad—bc ad—bc ad—bc
Ainsi A est inversible, d’inverse dei +B.

On suppose a présent que A est inversible et on veut montrer que det A # 0 et

—1_ _1
que A7 = =+B.
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Puisque A est inversible, on multiplie & droite les termes de 1’égalité (2) par 'inverse
de A. On obtient

(BA)A™ = (det A)LA™L.
Or (BA)A™' =B(AA™!) =BI; = B. On a donc B = (det A)A™.
On montre par 'absurde que det A # 0. En effet, supposons que det A = 0. Puisque
B = (det A)A™!, B est la matrice nulle, et ces coefficients d, —b, —c et a sont tous
nuls, donc A est aussi la matrice nulle, ce qui contredit le fait qu’elle soit inversible.

On en déduit que det A # 0, et en divisant par det A, on obtient =B =A"'. O

Cette preuve reste dans le cadre matriciel. Cependant, il y a quelques arguments

qui sont parfois non explicités, ou admis :

— La nécessité d’établir 'existence d’un inverse a gauche et un inverse a droite.

— L’utilisation de I’associativité du produit matriciel (pour (BA)A™! = B(AA™1)
par exemple).

— La compatibilité de la multiplication externe et du produit matriciel. Ici, on
utilise implicitement l'identité (A - M) x M’ = X - (M x M’). On utilise aussi
la compatibilité entre multiplication externe et multiplication entre nombres
réels A - (N - M) = (M) - M, mais cela est beaucoup plus facile a prouver. Si
I’on ne veut pas admettre ou passer sous silence cette propriété, il est possible
de le prouver ou de faire les calculs sans I'utiliser : on a choisi d’expliciter le

calcul de A x (- B) pour ne pas utiliser 'identité M x (A\-M’) = X-(M x M').

Preuve B (par systéme linéaire). On cherche une matrice B = (i 3}{) telle que

AB = I,. L’expression du produit donne
ar +bz ay+0t\ (1 0
cx+dz cy+dt) \0O 1)°
On a égalité de matrices si et seulement si les coefficients de méme indice sont égaux.

Dongc, I'égalité AB = I, est réalisée si et seulement si (z,y, z,t) est solution du couple
de systémes

ar + bz =1 ay + bt =0
<Sl>{cx+dz=o et <S2){Cy+dt=1

On suppose que ad — bc = 0 et on veut montrer qu’il n’y a pas de solution.
Procédons par I'absurde et supposons qu’il existe une solution (z, z) de (S;) et une
solution (z,t) de (S3). En éliminant z dans (S;), on obtient (ad — bc)z = d. En
¢liminant x dans (S7), on obtient (ad — bc)z = —c. On en déduit que d = ¢ = 0.
Ainsi I'égalité cy + dz = 1 fournit 0 = 1, ce qui est absurde.

On en déduit que si ad — be = 0 alors il n’y a pas de solution.

On suppose a présent que ad — bc # 0. Puisque leur déterminant est non nul, les

systémes (S7) et (S3) possédent une unique solution, que I'on peut déterminer :

(0,2) = (e 5%) ot (0 t) = (a0 o).

L’unique solution de AB =I5 est donc B = adibc (_dc _ab>'

On a également

az+ct bz+dt
18
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En remplagant (z,y, z,t) par les valeurs obtenues, on obtient BA = I,. Puisque
AB = BA =1,, B est 'inverse de A.
On en conclut que si ad — be # 0, alors A est inversible et posséde pour inverse

d —b
adl—bc (—C a ) ]

Cette preuve fait venir naturellement la forme de I'inverse, et donne une nouvelle

interprétation possible pour la condition ad — bc # 0. Cependant, le traitement de
I'inverse a gauche est aussi peu naturel.
Pour éviter le recours au calcul, on aurait aussi pu remarquer, dans le cas ot ad — bc
est non nul, que I’équation BA = I, s’écrit aussi sous forme de deux systémes, I'un
en x et y, 'autre en z et £, dont les déterminants sont tous les deux ad — be. Ainsi ces
systémes admettent également une unique solution, ce qui montre qu’il existe une
unique matrice B’ vérifiant B’A = I,. En considérant le produit B’AB et en utilisant
I’associativité, on peut déduire que B’ = B.

4. PUISSANCES DE MATRICES CARREES

4.1. Transformations successives. Si une matrice carrée représente un endomor-
phisme, ses puissances représenteront encore des endomorphisme du méme espace
vectoriel. Pour les puissances de (certaines) matrices carrée d’ordre 2, il est possible
sur 'interprétation au programme de certaines transformations linéaires du plan.
Pour # € R et n € N, on aura ainsi

(3) Ry = (0059 —sin&)n _ (cosn9 —sinn9> — R,

sinf cos0 sinnf  cosnf
Notons que c’est valable pour n € Z. Derriére (3) se trouve 'identité de Moivre
(4) (cosf + isinf)" = cosnf + isinnd,

utile pour linéariser cos™ #. Cette formule est au programme de Terminale, et il s’agit
d’une connexion possible avec le chapitre sur les nombres complexes.

4.2. Application aux suites récurrentes. L’utilisation des matrices est unifica-
trice en ce qu’elle permet de formuler dans un méme cadre les relations linéaires
d’ordre supérieur avec les suites qu’on appelle en Terminale « récurrentes croisées »
de premier ordre, par exemple du type

Up41 = AUy + bvn
Upat1 = Cly, + duy,

évoqué plus haut.

4.2.1. Discussion générale sur les suites de la forme U,y = AU,, + B. Ici (U,)ns0

est une suite de matrices colonnes, U,, € M ;(R) pour un certain £ > 1, tandis que

A e Mip(R) et B € My 1(R). Quand k = 1 il s’agit des suites dites arithmético-

géométriques. Quand k = 2, ces suites interviennent notamment dans les modéles

proie-prédateur discret évoqués comme probléme possible par les programmes.
Partant de U,,.; = AU,, + B il est utile de chercher C tel que la suite auxiliaire

(W,,) de terme général U, — C vérifie la relation de récurrence plus simple. C’est
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notamment possible quand B est dans I'image de (I — A) : en choisissant alors C
tel que

(5) (I, — A)C = B,
on trouve que W,, .1 = AW,,, et on est ainsi ramené au calcul des puissances de A.
Exemple 14. Soit donnée la relation
{Un+1 =2Uu, — v, +95
Uptl = —Up + Uy — 2,

c’est-a-dire U,,; = AU, + B avec A = _21 _11 et B = (_52) Dans ce cas

(Io — A) est inversible et (I — A) (g) = (_52), donc

(6) U, = A"Up + (I, — A" (g) .

Qu’il y ait un terme additif ou non dans la relation de récurrence déterminant
Uy, ce qui compte pour les propriétés qualitatives de la suite U,, (convergence vers
une limite ou non, périodicité...), ce sont les propriétés spectrales de A.

4.2.2. Rappels sur les suites récurrentes d’ordre supérieur. Soient k > 1 et une
relation de dépendance linéaire sur ’espace des suites réelles

(7) Uptk = Ch—1Untk—1 T+ + Colly.

On dit de l'entier k que c’est 'ordre de la relation (7). On peut la reformuler sous
la forme matricielle suivante :

Un+1 0 1 0 0 Un
Tma : = 0 N
(Tt : 0 -~ 0 1

Un+k “ @ N Un+k—1

Il s’agit la d’une relation de la forme U, ; = CU,, ou C € My(R) et (U,) est une
suite de vecteurs qui encode (de maniére quelque peu redondante si k > 2) la suite
(u,). On appelle polyndéme caractéristique associé a la relation (7) le polynéme

(8) M=X"—(co+er X+ 4+ X,
Proposition 2. II est le polynome caractéristique de C'.

Notons que le formalisme matriciel n’est pas strictement nécessaire pour traiter
le cas d’ordre 2; dans un cours consacré aux suites récurrentes d’ordre 2, on peut
introduire le polynéme caractéristique ad hoc.

Démonstration. Par récurrence sur k. Si k = 1, II(X) = X — k. Si k > 2, en
développant la premiére ligne de X1 — C' puis en réordonnant les colonnes de la
sous-matrice associée a (1,2)

det(X I — C) = X det(XI_; — C") — co(—1)*¢(0),
20
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F,ln|F,|n| F,

5 |[10] 55 || 15| 610

8 |[11| 89 || 16 | 987

13 || 12| 144 || 17 | 1597

21 || 13 [ 233 || 18 | 2584

34 (114|377 || 19| 4181
TABLE 2. Les premiers nombres de Fibonacci

w o = = of T

=W N~ O3
© 0o~ o oY3

ot C’ est la matrice obtenue de maniére analogue a C' avec c¢q,...,c; et o est une

permutation circulaire d’ordre k — 1, donc de signature (—1)%=2. Par hypothése de
récurrence

XC(X) = —CO+X(Xk_1Ck71 — e —Cl) :Xk _ (CO+01X+"'+C]€,1X]€_1). 0

Exemple 15 (Suite de Fibonacci). Soit donnée la relation linéaire w9 = w11+ uy,.
La matrice compagne et le polynome caractéristique sont

(0 1 Cv2 v
C_(l 1) M=X"-X-1

Puisque II est scindé, nous savons que cette matrice est diagonalisable sur R, de
valeurs propres . et espace propres dirigés par v, oul

1+5 1-+/5 1
2 v 2 . P+
Soit Py la matrice représentant la projection sur Rvy parallélement & Rvs. Alors
P? =Py, et PLP- =0, donc si (U,) est solution alors
C" = (p+Pr+ P )" =@l PL + " P_.
Ceci permet de calculer explicitement u,, connaissant ug et u;. En particulier,
FO - O
si Fi=1 alors F), =
Fn+2:Fn+Fn+1 71207

P+

@y — =
v

On comparera ce cas aux deux suivants.
Exemple 16. Soit donnée la relation de récurrence linéaire

Un42 = 2un+1 — Unp.

Le polynéme caractéristique TI(X) = X2 —2X +1 est scindé sur R, mais possede la
racine double 1 ; puisque la matrice compagne C n’est pas scalaire, elle est semblable

a la matrice unipotente
11
()
Un calcul rapide le confirme, de sorte que

(6D D5

ce qui permet aussi de calculer rapidement le terme général.
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Exemple 17. Soit donnée la relation de récurrence linéaire
Upto = 2Upy1 — 2Uy,.

Le polynéme caractéristique est irréductaible dans R[X] et les deux racines sont
complexes, pr = 144. Dans ce dernier cas (la notation de 1’) exponentielle complexe,
un théme particuliérement transversal, rend un service conséquent. En effet, p, =
V2™t et p_ = /2e7"/*. (u,) sera de la forme

Up = a(V/2)" cos (9 + %) :

4.3. Application aux processus de Markov.
4.3.1. Les chaines de Markov et leurs représentations.

Définition 6. Un processus de Markov discret (ou chaine de Markov) est la donnée

d’une suite de variables aléatoires X;,...,X,,,... & valeur dans un méme ensemble
E dit espace d’états telle que
(9) Vee E, P(X,11 =2 | Xy,..., Xp) =P(Xpp1 =2 | X,).

On dit de plus que le processus est homogéne si cette quantité ne dépend pas de
N. On dit que la chaine de Markov est finie si E est fini.

Dans la suite on travaillera avec des chaines de Markov homogéne finies.
Les processus de Markov sont trés généraux. Voici des exemples.

(1) Si (X,,)n=0 est une suite de variables aléatoires indépendantes, ¢’est un proces-
sus de Markov. Il est homogeéne si elles sont identiquement distribuées.

(2) Si Xp est une variable aléatoire a valeurs dans E, puis X,,11 = f,.(X,) ou f
est une fonction, c’est une chaine de Markov (homogéne si f,, est toujours la
méme fonction f).

(3) Soit (Z,) une suite de variables i.i.d & valeurs dans Z. La suite

(Xn = Z Z;, modulo 2)

k=0
est un processus de Markov homogéne et fini.

Les exemples (1) et (2) sont des caricatures. Ce qu’on va dire est utile quand on se
situe quelque part entre les deux : X,, nous donne un peu d’information sur X, 1,
mais pas trop. En fait, on peut observer que (3) est une version « & parameétre » qui
interpole entre (1) et (2). Le paramétre pertinent est p = P (X, est impair) :

— Si p =1, alors X,,;; = X,, pour tout n.

— Sip=0, alors X,,;; =1 — X,, pour tout n.

— Sip=1/2, alors

n+1 n+1
P (Z Zj, est pair | Xn> =P (Z Z), est pair )

k=0 k=0
n+1 n+1

P (Z Zj, est impair | Xn> =P (Z Z), est impair ) :
k=0 k=0

Donc si p € {0,1} on est dans le cas (2) et si p = 1/2 on est dans le cas de I'exemple

(1).
22
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Suite de variables aléatoires vérifiant (9)

Matrice stochastique Graphe probabiliste

FIGURE 1. Trois modes de représentations d’'un méme objet.

Définition 7 (Matrice de transition). Soit (X;) une chaine de Markov homogéne
finie d’espace d’états E. La matrice de transition d’une chaine de Markov homogéne
finie est la matrice indexée par E dont le coefficient en position (u,v) est

La matrice de transition d’une chaine de Markov finie a la propriété d’étre sto-
chastique, c’est a dire que la somme des coefficients situés sur chaque ligne est
égale a 1.

Remarque 2. La convention de la Définition 7 n’est pas universelle. Dans cer-
tains ouvrages anglo-saxons® on trouvera la convention transposée, et les matrices
stochastiques ont la somme des coefficients de chacune de leur colonnes égale a 1.

On associe aussi a une chaine de Markov homogeéne et finie un graphe pro-
babiliste (comme a I'Exemple 10) sur l'espace des états. Les arétes portent les
probabilités de transition, et dans les représentations graphiques de ce graphe, on
omet les arétes de probabilité nulle. Notons que la somme des probabilités portées
par les arétes sortantes est toujours 1.

4.3.2. Irréductibilité.

Définition 8. Une matrice A € M,,(C) est dite réductible s’il existe J C [1,...,n]
non vide ni totale telle que

(]_1) VjEJ,WEﬂl,...,nﬂ\J,ai,j:O

Dans le cas contraire, A est dite irréductible, c’est cette derniére propriété sur
laquelle nous mettrons 1’accent.

En d’autres termes, une matrice est ir-
9

réductible si parmi tous les 2" —2 sous- <1 ()) (1/2 1/2) (O 1)

espaces engendrés par la base cano- 0 1 1 0 1 0
nique de C" différents de 0 et C", au-

cun n’est stable par 'endomorphisme réductible irréductible irréductible
associé.

On dit qu'une chaine de Markov est irréductible si sa matrice de transition est
irréductible.

5. Linear algebra and Geometry, Cuoco et al., AMS/MAA textboolks vol. 46, 2019.
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(Xn = > 4o Zr modulo 2)

o=

M (2/3 1/3) ] . 1/3 1/3

A
N

1/3 2/3

2/3

FIGURE 2. Une chaine de Markov, sa matrice de transition et son
graphe probabiliste. Ici (Z,,) est une suite de variable i.i.d., paire avec
probabilité 2/3.

Etant donnée une matrice stochastique, il n’est pas toujours évident a priori qu’elle
est irréductible. Cela se « voit » un peu mieux sur le graphe. Voici un critére utile
pour montrer qu’'une matrice est irréductible.

Proposition 3. Soit A une matrice stochastique. S’il existe p > 0 tel que AP a tous
ses coefficients strictements positifs, alors A est irréductible.

Démonstration. Supposons que A est irréductible et soit J C {1,...,n} non vide
telle que vect(e; : j € J) est A-stable. Alors vect(e; : j € J) est encore AP-stable;
mais alors A? posséde un coefficient nul en position (7,7) € J x J. U

Attention, la proposition ne donne pas de condition nécessaire. On pourra penser

= (1 o)

qui est irréductible, mais dont toutes les puissances sont des matrices de permutation
(c’est-a-dire I ou A).

a

Exemple 18. Soit P, la matrice de permutation du 3-cycle 0 = (1 2 3), et
A =P, +P;L Alors

A*=P2+P*+2, =

— =N
— N =
N — =

donc A est irréductible.

4.3.3. Evolution, probabilité¢ stationnaire et théoréme de Perron-Frobenius. Si (X,,)
est une chaine de Markov finie a valeurs dans E, la loi de X,, peut étre encodée par
une suite de matrices lignes indexées par E. Cette suite est notée (IL,).
Proposition 4. II,, vérifie ['identité

(12) Hn+1 - HnA

ot A est la matrice de transition.
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Démonstration. C’est une application de la formule des probabilités totales : pour
tout v dans E,

P(Xy =0) =Y PX,=v|X,=u)PX,=u). O
uek

On appelle probabilité invariante un vecteur ligne 7 tel que 1A = 7.

Théoréme 1 (Corollaire du théoréme de Perron et Frobenius). Toute chaine de
Markov irréductible admet une unique probabilité invariante. De plus, cette probabi-
lité invariante est strictement positive.

Quelques remarques :

— En fait, U'existence ne requiert pas que A soit irréductible. L'unicité et la stricte
positivité, si.

— Si A est la matrice de transition, déterminer la probabilité invariante revient
a déterminer le vecteur propre de ‘A associé a la valeur propre 1. C’est-a-dire
a résoudre un systéme linéaire.

— Si les coefficients de A sont rationnels, ceux de la probabilité invariante le
seront aussi.

4.3.4. Preuve du théoréme de Perron-Frobenius. Soient n > 1 et A € M, (C). On
appelle rayon spectral de A et on note p(A) le plus grand module d’une valeur
propre de A.

Exemple 19. Soit Ry la matrice de rotation d’un angle 6 défini plus haut. Alors les
valeurs propres de Ry sont e et e=. Donc p(Ry) = 1.

Exemple 20. Soit 0 une permutation de [1,...,n] et P, sa matrice. Les valeurs
propres de P, sont des racines de 'unité. Donc p(P,) = 1.

Lemme 1 (Formule de Gelfand). Soit || - | une norme d’opérateur sur M, (C).
Alors
(13) p(A) = Tim [[AF]V"

k—+o00

Nous admettrons ce Lemme. ¢ La formule de Gelfand est aussi appelée « formule
du rayon spectral » ou théoréeme de Householder.

Lemme 2 (Continuité du rayon spectral). L’application p est continue sur M,,(C).

Démonstration. Considérons I'application A — ya qui & A dans M,,(C) associe son
polynoéme caractéristique dans C,,[X]. Les coefficients de x sont continus (en fait ils
sont méme polynomiaux) sur M, (C). Pour P € C,[t] unitaire écrivons

IPI =1+ Jan-1| +--- +ao|

quand P(t) = t" + a,_1t" ' + -+ + a1t + ag et posons p(P) le plus grand module
d’une racine de P, de sorte que p(A) = p(xa) pour toute A € M,,(C). Nous sommes
ainsi ramenées a prouver la continuité de 'application p. Soit z € C une racine de P
de module p(P) et soit (Py)x>o une suite de C,[t] qui converge vers P quand k tend
vers l'infini. Donnons-nous € > 0 et soit m la multiplicité de z; nous allons montrer
que pour k assez grand, Py posséde au moins m racines (comptées avec mutiplicité)

6. Voir par exemple : Mneimné et Testard, Introduction a la théorie des groupes de Lie classique,
Hermann, exercice 2 page 22.
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dans le disque ouvert D(z,¢). Supposons par I'absurde que ce n’est pas le cas, et
ordonnons pour tout k la liste des racines (zx;)1<i<n de Py de sorte que |z — 2 ;| soit
une fonction croissante de i. Puisque (Py) converge vers P, ||Px|| est bornée a partir
d’un certain rang par R = ||P|| + 1. Si nous posons

Pk(t) =" + an,lyktnfl + -+ CLL]J1 + o,k

, 1 j X
alors pour tout i € [0,n], 2, = — > 277 ajx2;,; d'ot

n—1
|25,4]" < (Z |aj,k|> max(1, |24])" .
7=0

On en déduit que pour k assez grand, |z;| < [|Px]| < R. Par compacité, quitte a
extraire une sous-suite, zy(),; converge vers z,; € D(0,R). Si par 'absurde |2y, —
z| > € alors |ze0, — 2| = p. Mais par continuité et puisque Py — P

n

i=1
ce qui ameéne une contradiction avec l’assertion précédente. Donc p est continue,
puis p l'est également. O

On dira & partir d’ici qu'une matrice A € M,,(C) est strictement positive si
tous ses coefficients sont réels et strictement positifs. Nous dirons aussi que X € C"
est positif (resp. strictement positif) si tous ses coefficients sont positifs (resp. le
sont strictement). Etant donné X € C", on note |X| le vecteur dont les coefficients
sont les modules des coefficients de A.

Lemme 3. Soit A € M, (C) strictement positive. Soit Y € C" de coordonnées
réelles et positives. Alors AY est de coordonnées réelles et positive. De plus, ou bien
AY est nul, ou bien il est de coordonnées strictement positives.

Démonstration. Les sommes et les produits de réels positifs, sont positifs. Si AY est
non nul, alors Y est non nul. Posons n = min; y; et soit « le plus petit coefficient
de A (strictement positif par hypothése). Alors tous les coefficients de AY sont au
moins égaux a arn. 0

Lemme 4. Soit A € M, (C) une matrice strictement positive. Soit A € C une
valeur propre de A telle que [N = p(A). On se donne X € C™ non nul tel que
AX = M\X. Alors

(1) |X]| est un vecteur propre de A pour la valeur propre p(A) (en particulier, le
rayon spectral est valeur propre),

(2) 1l existe € R tel que X = |X].
Démonstration. Considérons le vecteur
Y = AJX| - p(A)[X].

D’apres l'inégalité triangulaire, Y est positif. Si par ’absurde Y est non nul alors
d’aprés le Lemme 3 il est strictement positif, il existe donc p > p(A) tel que (A—p)|X]
est positif. Mais alors, pour tout k € N, A¥|X| — p*|X]| est positif, et donc

p < limkinf | A¥||1/*
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ou || - || est la norme d’opérateur associée a la norme uniforme sur C". Or d’aprés
la formule de Gelfand, le terme de droite est égal a p(A), contradiction. Il ya donc
égalité dans 'inégalité triangulaire, ce qui n’arrive que so les composantes de X ont
toutes un argument en commun. [

Lemme 5 (Théoréme de Perron). Soit A € M, (C) strictement positive. Alors
p(A) est l'unique valeur propre de module mazimal, et le sous-espace propre E,a)(A)
associé a p(A) est une droite, dirigée par un vecteur strictement positif.

Démonstration. T Soit A une valeur propre de module maximal et X un vecteur
propre associé. D’aprés le Lemme 4, X est de la forme €?|X| et |X| est un vecteur
propre de A pour la valeur propre p(A). Donc

AX = AX = A|X| = ?p(A)[X] = p(A)X.

Puisque X est non-nul, I’égalité précédente implique que A = p(A). Soit maintenant
X un vecteur propre associé a p(A). D’aprés le Lemme 4, p(A)X = ep(A)|X]| =
e A|X]. Or |X] est positif et A strictement positive donc A|X| est strictement positif.
Donc p(A) > 0, X n’a pas de coordonnée nulle. Ceci exclut que E,x)(A) puisse
avoir une dimension au moins 2 ; en effet si c¢’était le cas, quitte a se donner deux
vecteurs propres X et Y linéairement indépendants, 1Y — ;X aurait au moins une
coordonnée nulle, ce qui contredit ce qui précede. 0

Lemme 6. Soit A € M,,(C) positive. Alors p(A) est valeur propre et le sous-espace
associé contient un vecteur positif.

Démonstration. Quand A est strictement positive, c¢’est le Lemme 5. On va déduire
le cas général a I’aide du Lemme 2 de continuité du rayon spectral. Pour tout k& > 0,

considérons la matrice
1 ... 1
A=A L
k=At ok | :
1 ... 1
D’aprés le Lemme 5, il existe un vecteur propre Xy de Ay) de coordonnées strictement
positives et de norme 1, associé a la valeur propre p(Ax) > 0. Quitte & extraire une
sous-suite Ay, on a X de norme 1 et de coordonnées positives tel que
AX = lim AygpX=(lm p(Aywm))X = p(A)X,

k—4o00

ou l'on a utilisé le Lemme 2 pour la derniére égalité. 0

Lemme 7. Soit A € M, (C) une matrice positive. Alors A est irréductible si et
seulement si (I, + A)"™! est strictement positive.

Démonstration. Commengons par supposer (I + A)"~! strictement positive. Si par
I'absurde A est réductible, alors il existe J C [1,n] non vide ni total tel que
Vectjey(ej) est A stable, donc (I + A)-stable, donc (I + A)"!-stable. Mais alors
la matrice (I + A)"! ne pourrait pas étre strictement positive. Donc A est irré-
ductible. Réciproquement, supposons que A est irréductible, et montrons que® pour
tout vecteur X € C™ positif non strictement positif, on a I'inégalité

(14) f{ier(l, + A)X =0} <f{i:eX =0},

7. D’aprés Mneimné et Mansuy, Algébre linéaire, Vuibert, 2012.
8. Mneimné et Mansuy, loc. cit, Lemme XIII.5.8.
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autrement dit, X + AX a strictement moins de coefficients nuls que X. Observons
déja que (I, + A)X — X est positive, de sorte qu'on a l'inégalité large dans (14).
Si par l'absurde il y a égalité, posons Jy ’ensemble des coordonnées nulles de X.
Pour tout ¢+ € Jy, on a que Zi,k:ieJo,kezJo a; ,rr = 0. Notons que tous les termes de
cette somme nulle sont positifs, ils sont donc nuls. Posons J = [1,n] \ Jo. Alors pour
tout k € J, on a que pour tout i ¢ J, a;;, = 0 (puisque z; # 0). Donc A n’est
pas irréductible, absurde. A présent, la quantité de coordonnées nulle calculée dans
(14) diminue d’au moins 1 a chaque application de I,, + A. Mais alors (I,, + A)"71X
est strictement positif pour tout X positif non nul, en particulier A est strictement
positive. [

Théoréme 2 (Théoréme de Perron-Frobenius). Soit A € M, (C) irréductible et
positive. Alors p(A) est valeur propre de module mazimal, et le sous-espace propre
associé est une droite, dirigée par un vecteur de coordonnées strictement positives.

Démonstration. D’aprés le Lemme 6, p(A) est valeur propre, et le sous-espace propre
(appelons-le V) associé a la valeur propre p(A) contient un vecteur de coordonnées
positives (nous allons améliorer cela par la suite). D’apres le Lemme 7, (I, + A)"~!
est strictement positive, et d’aprés le Lemme 5, V est de dimension 1, dirigé par un
vecteur de coordonnées strictement positives. 0
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