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GROUPES DE HEINTZE

Extrait d’'un théoréme (Heintze 1974) (Wolf 1964)

Soit Y une variété riemannienne simplement connexe homogéne de
courbure < 0. Y est une meétrique invariante sur S résoluble.

Exemple: SidimY=2alors Y
homothétique a H (K est
constante). En coordonnées
horosphériques

ds? = dt? + e=2dx2.

S =R x R (avec t.x = e'x) est un
minimal parabolique de
Isom™ (H?), il fixe w € O H3.
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GROUPES DE HEINTZE DE DIMENSION TROIS (1)

Soit S un groupe opérant simplement transitivement sur Ha. On
montre qu'un tel S fixe exactement un point a l'infini, w, le cocycle
détermine S/[S,S] = R et S permute les horospheéres centrées en w.

S = R x R? R agit par dilatations,
engendrées par
a ~ Ui O,),TER.

0 1—Ir
Mod. conjuguaison et
normalisation, a détermine S.
/N infinité de groupes
isométriques (a H3) non
isomorphes. Mais un unique
purement réel (r = 0).
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GROUPES DE HEINTZE DE DIMENSION TROIS (2)

Les groupes de Heintze de dimension 3 sont des R x,, R? classifiés
par « dilatatante (R(valeurs propres(«)) > 0), mod. conjuguaison et
et normalisation.

-« est diagonale : soit 4 > 1, on forme S, = R x R? avec

L o\] [«
t.(x1,X2) = exp t(o M) <x2>

- o est unipotente : on forme S’ = R x R? avec

(1 1\] (%
t, - t
wr-se (3 ] )

(Bianchi 1898 : S, avec p # 1 et S’ ont chacune une famille a 1
W

param. de métriques invariantes a homothétie prés) Pour S/,

pincement arbitrairement proche de 1.
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GROUPES DE HEINTZE ET ESPACES SYMETRIQUES

Y = G/K espace symétrique de courbure sect. < 0, G = KAN. S = AN
groupe de Heintze, agit simplement transitivement sur Y.

Exemples:
A=R',N=R"Y=H"

A =R N = Heisenberg®""",
Y =HH.

En général un groupe de Heintze
alaforme R x N ou N est
nilpotent et l'action dilatante.
Ceux qui n'ont pas de métriques
symeétrique sont dits focaux.

R-Heintze
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QUASIISOMETRIES ET EQUIVALENCES SOUS-LINEAIRES

Y,Y' sont des espaces métriques pointés X > 1
- f:Y — Y est une quasiisométrie (Ql) si 3¢ > 0 s.t. Vy;,y, € Y,
v eV,
{)\W(%,YZ) — ¢ < d(f(y), fy2)) < Ad(3,y2) + €
diy’,f(v)) < c

- f:Y = Y est une équivalence bilipschitzienne sous-linéaire (SBE)
s'il existe v : Rso — Rxq sous lingaire tq Vy,,y, € Yand vy € Y/,

d(flyr), f(v2))
Ad(ya, y2) + V(| + 1v2l)

ATy, y2) = vl + Ival) - <
<

dy’, f(v)) < v(ly'l),

ol | - | est la distance au point base. (D'apreés Y. Cornulier).
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GEOMETRIE A GRANDE ECHELLE DES GROUPES DE HEINTZE

Soit {S, T} une paire de groupes de Heintze purement réels.

S, Tsont isomorphes - La réciproque de (a) est
ﬂ(a) ouverte, connue si de plus S a
. une meétrique symeétrique ou
S, Tsont Ql est de dim 3 (Mostow, Xie).
H(b) - Pas de réciproque de (b): H3 et
S, Tsont SBE S’ sont O(log)-SBE (Cornulier).
Théoréme I (P. 2018) Théoréme Il (P. 2019)
Soientn,m > 2, Soient g, o > 1. SISy, etsS,,
K,L e {R,C,H}. Si Hi et H/" sont SBE alors pq = p;.

sont SBE alors n =m, K= L.
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sont des classes de N =[S, 5] Le ,
bord prive de w est noté 9%S.
Les géodésiques finissant en w /
sont de la forme {(t, x,y) }ter. |
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SUR LE NOYAU D'EUCLIDE-CYGAN

Les isométries de S s'étendent

en homéomorphismes de 9% S.
Pas de distance invariante mais
pour tous &,& € 9L,

eaté-

p(eat€Oa eatg'l) = etp(§07 61 )

Avec p, 9%, est auto-similaire
Ses auto-similarités sont les et
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Groupe Sisom. H3 s’ Sy (u>1)
e et 0 et tet et 0
auto-similarités : ; .
0 e 0 e 0 et
S — +o0

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,




QUASIISOMETRIES AND THE BOUNDARY

Soit 7 > 0. Un couple d’ensemble (a,a™) dans un espace
quasimétrique est une T-couronne intérieure s'ily a une boule B
telle que BC a C a™ C e"B. rayon(B) est un rayon interne et 7 une
asphéricité pour (a,a").

Un homéomorphisme est dit quasisymétrique s'il préserve
'asphéricité bornée, c-a-d. toute 7-couronne est envoyée sur une
famille de 7’-couronne avec 7’/ ne dépendant que de 7.
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QUASIISOMETRIES AND THE BOUNDARY

Soit 7 > 0. Un couple d’ensemble (a,a™) dans un espace
quasimétrique est une T-couronne intérieure s'ily a une boule B
telle que BC a C a™ C e"B. rayon(B) est un rayon interne et 7 une
asphéricité pour (a,a").

Un homéomorphisme est dit quasisymétrique s'il préserve
'asphéricité bornée, c-a-d. toute 7-couronne est envoyée sur une
famille de 7’-couronne avec 7’/ ne dépendant que de 7.

Théoréme (1970s-1980s)

Soient S et S’ des groupes de Heintze. Supposons qu’il existe une
quasiisometrie f: Y — Y. Alors d,f s'étend en un homéomorphisme
Osof 1 OsoY = OsY'. De plus on peut supposer que f envoie les points
focaux l'un sur l'autre, et d.of : 9% Y — 0% Y est quasisymétrique.



CONE HYPERBOLIQUE ET BORD DE GROMOV

La classe quasisymetrique de 9% S correspond a la structure a
grande échelle de S.

%S S
R™ euclidien H"*+" = {dilatations scalaires} x R"
R? unipotent S" = {dilatations unipotentes} x R?
R? diagonal S, = {dilatations diagonales} x R?
Heis" sous-riemannien | HZ™" = {dilatations de Carnot} x Heis"
g.s. homeo 055 — O T quasiisométrie S — T



SBE AU BORD DE GROMOV

Soit s, — +o0. Une famille de couronnes (ap,a;) de (9%, p) de
rayons internes e~ et d'asphéricités 7, est d’'asphéricité
sous-linéaire si 7, < |s,| (quantitativement : 7, = O(v(n))).
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Soit s, — +o0. Une famille de couronnes (ap, a;) de (9%, p) de
rayons internes e~ et d'asphéricités 7, est d’'asphéricité
sous-linéaire si 7, < |s,| (quantitativement : 7, = O(v(n))).

Definition (P.)

Un homéomorphisme est sous-linéairement quasisymétrique s'il est
biHOlder et si lui et son inverse preservent l'asphéricité
sous-linéaire pour toute famille de couronnes.

Théoremes

Les SBE se prolongent a 8% Y (ou bord Gromov), quantitativement

(Cornulier 2017) en homéomorphismes biHolder.

1.
2. (P) en homéomorphismes sous-linéairement quasisymeétriques.
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L’ASPHERICITE SOUS-LINEAIRE EST PRESERVEE

Figure: Homéomorphisme sous-linéairement quasisymétrique de R?
euclidien préservant l'asphéricité de classe O(v/n)
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H3 ET S’ SONT SBE

Observation (Cornulier 2008, 2011)

H3 et S’ sont SBE via l'identité en coordonnées horosphériques
(centrées au point focal pour S).

On le constate aussi au bord : l'identité (via l'identification avec R?)
est sous-linéairement quasisymeétrique. Précisement v = O(log).
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COMMENT FAIRE DE TELS HOMEOMORPHISMES (1)

Ingrédients

- La mesure de Lebesgue A sur [0,1],

- Une famille décroissante ¢, | 0 de limite nulle mais pas dans ¢',
- Un arbre binaire enracine

- N variables aléatoires i.i.d. dans {+, —}.

1¢re &tape Obtenir une mesure aléatoire M sur [0, 1].

OO0 O O M = limy An



COMMENT FAIRE DE TELS HOMEOMORPHISMES (I1)

2¢me atape : Prendre la primitive ¢ : [0,1] — [0,1] au sens des
distributions.

- ¢ n'est pas abs. continue. La dérivée est A-p.p. 0. Le module de
continuité est presque celui d'une fonction lipschitzienne :

log[6(x) — @) < log|x —y| + v(log |x — y]), (r) < r.
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log |p(x) — &(¥)| < log|x —y| + v(log [x — ), v(r) < .

3éme atape : Pour obtenir un homéomorphisme sous-linéairment
quasisymeétrique du tore, ® = ¢1 x ¢», 0l ¢ et ¢, sont comme
précédemment. N'a pas la propriété ACL.

20



COMMENT FAIRE DE TELS HOMEOMORPHISMES (I1)

2¢me atape : Prendre la primitive ¢ : [0,1] — [0,1] au sens des
distributions.

- ¢ n'est pas abs. continue. La dérivée est A-p.p. 0. Le module de
continuité est presque celui d'une fonction lipschitzienne :

log[6(x) — @) < log|x —y| + v(log |x — y]), (r) < r.

3éme atape : Pour obtenir un homéomorphisme sous-linéairment
quasisymeétrique du tore, ® = ¢1 x ¢», 0l ¢ et ¢, sont comme
précédemment. N'a pas la propriété ACL.

Proposition

¢ and & sont sous-linéairement quasisymétriques. La distorsion

d'asphéricité a l'échelle s est bornée par (3=, _ jog, s €n)-
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DIMENSIONS CONFORMES

La dimension topologique, la dimension conforme (déf. ci-dessous)
sont invariantes par homéomorphismes quasisymeétrique.
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DIMENSIONS CONFORMES

La dimension topologique, la dimension conforme (déf. ci-dessous)
sont invariantes par homéomorphismes quasisymeétrique.

Cdim(2) = im‘{p >0: modé”}(courbes non ponctuelles dans Z) = O}

{7} sont des parametres d'asphéricité pour mesures d’'empilement;
modff’} sont des modules grossiers (Pansu). On construit une

variante.
Espace autosimilaire Dimension sous-linéaire-conforme
R? avec « scalaire ou unipotent 2
R? avec a = diag(1, i) 14+ p
Général (nilpotent, a dilatante) trace(a).

22



RETOUR SUR LE THEOREME |

Y dim 0 Y | (SublinCdim 95.Y)

Hy* n n
HZT | 2n 41 2n 42
HET | 4n+3 4n +6

H2 15 2
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RETOUR SUR LE THEOREME |

Y dim 0 Y | (SublinCdim 95.Y)
Hy* n n
HZT | 2n 41 2n 42
HET | 4n+3 4n +6
H2 15 2

La paire d'invariants (dim 9. Y, SublinCdim d.,) classifie les espaces
symétriques de rang un. (Dans ce cas, sur 9% Y, une distance dite de
Carnot-Carathéodory réalise la dimension conforme. Une telle
distance n'est pas disponible en général).

23



RETOUR SUR LE THEOREME ||

Cdim ne suffit pas a distinguer Hj et ', 3 méthodes: Q-capacité
(Kleiner-Xie), cohomologie ¢¢ (Carrasco-Piaggio) ou version
localement compacte de la rigidité QI (Cornulier). Les 2 premiéres
donnent aussi :
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RETOUR SUR LE THEOREME ||

Cdim ne suffit pas a distinguer Hj et ', 3 méthodes: Q-capacité
(Kleiner-Xie), cohomologie ¢¢ (Carrasco-Piaggio) ou version
localement compacte de la rigidité QI (Cornulier). Les 2 premiéres
donnent aussi :

Théoréme (Xie 2011 Carrasco -Piaggio 2014)

Soit {S, T} groupes de Heintze purement réels tels que [S, S] et [T, T]
sont abéliens. Si S et T sont Ql alors ils sont isomorphes.

Théoréme (P. 2019)

{S, T} paire de groupes de Heintze purement réels tels que [S, 5] et
[T, T] sont abéliens et as, ar sont diagonalisables. Si S et T sont SBE
alors ils sont isomorphes.
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GROUPES DE HEINTZE METABELIENS (1)

Obs1. Les quasiconformes C'
entre domaines de C
quasi-préservent 'énergie
de Dirichlet.

Obs2. Bornes sur les modules « _

Bornes sur les énergies. EET}(D > modéT}(l')

On définit des algebres de fonctions WE’C{T} (p-énergie bornée, et
continues); si ¢ est un homéomorphisme sous-linéairement
quasisymétrique alors W2} (Q) 3 WP (6,=10) pour Q ouvert
l'arrivee. W@’C{T}(Q) est une algebre de Fréchet dont le spectre est le

plus grand quotient de Q qu'elle sépare.
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GROUPES DE HEINTZE METABELIENS (I1)

S=Rwxa R, sp(e) = {1,m, ...}

dim. spectre W_.)

Tdim Oso T
multiplicité de I WP sépare
. les points
fewp, _V W[ sépare
ssi RY/ ker(a — 1)
floc. cste — ‘ ‘
0 : 3 : -

1 q/we q/m q = Cdim s P
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THEOREME DE CORNULIER (POUR LES GROUPES DE HEINTZE)

Soit S un groupe de Heintze purement réel, o sa dérivation
structurelle. On forme S, avec la méme structure mais en ne
consevant que la partie semi-simple de «.

Théoréme (Cornulier 2008, 2011) généralisant l'observation

S et S sont O(log)-SBE.
Avec le th. précédent, pour {S, T} paire de groupes de Heintze

purement réels tels que [S, 5] et [T, T] sont abéliens, si S et T sont
SBE alors S, et T, sont isomorphes.
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CLASSIFICATIONS DES GROUPES DE HEINTZE

Isomorphes | el |[Pansuss ]
. i Carrasco
leme forme de Jordan de i ! Sequeira 16 1
R S
Méme spectre de « P 19 .
queira 16
Méme trace de « | ps | | Pro |
~ . . Cornulier
Méme dimension -
= .ssgr. dérivé
— .

Si S et T (R-Heintze) g™ > :ﬁ% =
sont Qlsom o E 5 N
(resp. SBE) 2o SE T= S

alors N Q7 @ W
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CLASSIFICATIONS DES GROUPES DE HEINTZE

Isomorphes | el |[Pansuss ] ?
. i Carrasco
léme forme de Jordan de jx ! sequeia 16 | Comnulier
' Carrasco- b5
Méme spectre de « P.19 Sequera 16 tous grpes Lie
Méme trace de « | s | [ Po |
~ . . Cornulier
Meme dimension i
= ssgr. dérivé
4= .
Si S et T (R-Heintze) g™ > :ﬁ% =
sont Qlsom S E S2 agp @
(resp. SBE) 2o SE T= S
l N Q & @
alors... U >0 B

28



QUELQUES QUESTIONS OUVERTES

1. A-t-on que si S et T Heintze
purement réels sont
o(log)-SBE alors ils sont
isomorphes ? Pour Set T de
dim37?
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QUELQUES QUESTIONS OUVERTES

1. A-t-on que si S et T Heintze
purement réels sont
o(log)-SBE alors ils sont
isomorphes ? Pour Set T de

dim37?

2. Peut-on décrire le groupe des 0k
SBE d'un groupe de Heintze ? O, |
Ou au moins certaines — (=
caractéristiques de son action — /f:
au bord. (Dans le cas focal on 3@0502 R2L (w)

s'attend a ce qu'il fixe w).
Dans 955, le point focal w.
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QUELQUES QUESTIONS OUVERTES

1. A-t-on que si S et T Heintze
purement réels sont
o(log)-SBE alors ils sont
isomorphes ? Pour Set T de
dim37?

2. Peut-on décrire le groupe des
SBE d’'un groupe de Heintze ?
oU au moins certaines
caractéristiques de son action
au bord. (Dans le cas focal on
s'attend a ce qu'il fixe w).

3. Rigidité : pas au sens
géneéralisé aux groupes

localement compacts, mais
possible pour les groupes de
type fini.

0:S = R?U {w}

Dans 955, le point focal w.
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Merci pour votre attention.
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